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Resumen. En este trabajo presentamos las ecuaciones de filtros orto-
gonales de reconstrucciéon perfecta dependientes de un solo pardmetro
para el caso de longitud 4, asi como sus ecuaciones inversas. Reportamos
resultados experimentales que usan las ecuaciones inversas a fin de recu-
perar los valores de los pardmetros. Los experimentos indican que si es
posible determinar los valores de los pardmetros con alta precision.
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Inverse Equations
of Perfect Reconstruction Filters

Abstract. We present the equations of four length perfect reconstruc-
tion orthogonal filters that depend of a single parameter, as well as their
inverse equations. We report experimental results where the parameters
are recovered with minimal error by applying the inverse equations.

Keywords: wavelets, inverse equations of parametric filters, response
to the impulse, perfect reconstruction.

1. Introduccion

Uno de los resultados mas interesantes en el dmbito de la Transformada
Wavelet Discreta (TWD) diddica es que se puede implementar con un banco
de filtros que consta de un filtro pasabajas y un filtro pasaaltas. Estos filtros
ortogonales de reconstruccién perfecta (FORP) suelen expresarse mediante un
conjunto de coeficientes reales. Ejemplo de ello es el filtro Haar [12] de longitud

11

dos, en donde el filtro pasabajas es h = (ho,h1) = (35,3) vy el filtro pasaaltas
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es g = (go,91) = (3,—3). El conjunto de coeficientes de h y g representan la
respuesta al impulso de los filtros (en el dominio temporal), que corresponden
respectivamente a un filtro pasabajas y a un filtro pasaaltas (en el dominio de
la frecuencia).

Un FORP de mayor longitud involucra un ntmero par de coeficientes, y
existe un nimero infinito de filtros que cumplen la propiedad de que al aplicarlos
apropiadamente a una senal permiten recuperarla fielmente. La etapa de analisis
de la senal consiste en aplicar los filtros A y g, en tanto que la fase de sintesis
consiste en aplicar variantes de los filtros h y g al resultado de la fase de anélisis,
por lo que se puede decir que las fases de andlisis y sintesis son procesos inversos.

En la préactica, la senal original y la reconstruida en la fase de sintesis, difieren
en el error de precision de la aritmética de punto flotante, pero en la literatura
se les conoce como filtros de reconstruccién perfecta (FRP). Si ademds cumplen
el criterio de ortogonalidad, se les llama filtros ortogonales de reconstruccién
perfecta (FORP). Se han publicado varios FRP como los Daubechies, los Coiflets
y los Symlets [1][2][14]. Y también se han publicado ecuaciones paramétricas de
filtros que permiten generar FRP [11,16,15,13,8,10].

Sin embargo, contintia siendo relevante la siguiente pregunta: Dados los
coeficientes de un FRP ;qué pardametros le corresponden?

De esta forma, en el presente trabajo presentamos las ecuaciones inversas de
FORP que devuelven el valor de los parametros a partir de los coeficientes de la
respuesta al impulso, especificamente de filtros de longitud 4.

La parametrizacién de FORP relacionados con funciones wavelets es de in-
terés porque permite reducir el espacio de bisqueda en conjuntos de coeficientes
que cumplan con la condicién de reconstrucciéon perfecta, y toda vez que la
construcciéon de wavelets como bases de funciones es relevante, tanto como lo
son las funciones seno y coseno para el andlisis de Fourier, solo que en este
dltimo las bases son exclusivamente senos y cosenos, y su forma esta claramente
definida, en tanto que en el andlisis wavelets se pueden tener infinitas funciones
base, muchas de ellas ligadas a FRP.

Como ya se menciond, se han propuesto varios métodos para calcular FRP,
de los cuales uno se debe a I. Daubechies [1] quien presenté filtros que generan
funciones wavelet con el maximo niimero de sus momentos de desvanecimiento,
los cuales se reflejan en la maximizacién de la regularidad de las funciones wavelet
asociadas, es decir, generan las wavelets més “suaves” posiblemente construibles
para una longitud de filtro dada.

Otro método de disefio de FRP es el algebraico [7], en donde se propone
resolver ecuaciones derivadas de las condiciones de reconstruccién perfecta. El
método algebraico da lugar a ecuaciones paramétricas que, para ciertos valores
de parametros, dan cabida a los FORP presentados por I. Daubechies.

Cabe mencionar que las ecuaciones inversas de FRP paramétricos de [7] ya
se han aplicado, por ejemplo, en compresién de imdgenes [3,4,5]. Lo que en este
trabajo presentamos es la metodologia de cémo obtener las ecuaciones inversas,
una técnica de reparacién para que los parametros se mantengan en el intervalo
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[0, 27), v estudios experimentales de algunas de sus propiedades, considerando
los resultados obtenidos en [9].

El articulo esta organizado de la siguiente manera, en la Seccién 2 presenta-
mos la metodologia seguida en el presente trabajo de investigacién, en la Seccién
3 revisamos el método algebraico para obtener las ecuaciones paramétricas, en
la Seccién 4 calculamos las ecuaciones inversas de filtros de longitud 4, en la
Seccién b presentamos varios experimentos y sus resultados, y finalmente, en la
Seccién 6 presentamos conclusiones y trabajos futuros.

2. Metodologia

En el estudio de las ecuaciones inversas de los FORP seguimos los siguientes
pasos:

1. Revisamos las ecuaciones paramétricas que generan coeficientes de FORP,

2. Realizamos célculos para despejar los pardmetros, a partir de las ecuaciones
del Paso 1, y les llamamos ecuaciones inversas,

3. Proponemos una técnica de reparaciéon de los valores de los parametros
obtenidos de las ecuaciones inversas, de acuerdo a la periodicidad de las
funciones seno y coseno, y a las propiedades de las funciones trigonométricas
arco seno y arco coseno,

4. Realizamos experimentos con un programa de computadora para medir los
errores de aproximacién entre de los pardametros originales y los coeficientes
recuperados con ecuaciones inversas.

3. Parametrizacién de filtros de reconstruccién perfecta

La parametrizacién de FORP ha sido abordada en trabajos previos. Ademas,
se han propuesto varias parametrizaciones, asi como métodos de parametri-
zacién. En [11] se discute la parametrizacién de coeficientes de funciones de
escalamiento (ortogonales a las funciones wavelet) con varios momentos de des-
vanecimiento. En [16] se presentan parametrizaciones de wavelets ortonormales
con soporte en el intervalo [0,2N —1) en donde N es un entero par que involucra
N — 1 pardmetros que varian en el intervalo [0, 27).

En cuanto a aplicaciones de las ecuaciones paramétricas, en [3] se utilizan
parametrizaciones de filtros y se presenta una técnica para calcular la mejor
wavelet para una imagen dada. La técnica usada, calcula la relacién senal a
ruido y ajusta los coeficientes de los filtros (y por ende las funciones wavelet)
dindmicamente para mejorar el desempeno en una aplicacion de codificacion. En
[7] se presenta un método algebraico para parametrizar filtros de longitud 4, 6,8
y 10, y se presentan valores especificos de parametros que corresponden a los
filtros publicados por I. Daubechies.

En [4] se aplica un algoritmo genético para determinar el conjunto de pardme-
tros de filtros de longitud 4,6,8 y 10 en donde la funcién de aptitud maximiza
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la cantidad de coeficientes wavelet despreciables, que generen el menor error de
reconstruccién en imagenes en escalas de grises.

Ahora, el problema que abordamos consiste en lo siguiente: Dado un conjunto
de coeficientes de filtros de reconstruccién perfecta conocer qué parametros le
corresponden.

Al respecto podemos mencionar que en [6] se presentan algunas ecuaciones
paramétricas inversas que procuran responder la pregunta anterior, sin embargo,
no se contempla el caso en el que los parametros puedan estar fuera del rango
[0, 27), ¥ que por tanto requieran un “mecanismo de reparacién”. Dado que
este problema ain no ha sido ampliamente abordado, al menos tanto como el
estudio de parametrizaciones, y tampoco se ha profundizado en la existencia de
miltiples soluciones y sus propiedades, lo hemos tomado como motivacién para
esta investigacion.

De esta forma, trabajamos con filtros de longitud 4, y estudiamos varias
alternativas de solucién para calcular los pardmetros. También se propone un
mecanismo de “reparaciéon” para que los parametros obtenidos con las ecuaciones
inversas queden nuevamente en el rango [0, 27), tal como se asume en las
ecuaciones paramétricas.

4. Ecuaciones inversas de filtros paramétricos

La parametrizacién para un cierto filtro no es tunica y, ademads, para una
parametrizaciéon dada se pueden generar varias opciones de ecuaciones inversas,
las cuales ponen el valor de los parametros en funcién de los coeficientes de la
respuesta al impulso. Por ejemplo, para el filtro de longitud 4 se tienen cuatro
coeficientes hg, h1, ho y hs dados por:

b=+ S (1)
=1 ;/g (2)
hgfi_%, 3)
ha i_;g (4)

Que dependen del pardmetro « € [0,27). De (1) a (4) se puede despejar «
en cada una de ellas y obtener respectivamente:

1

a = acos(2v2(hy — 1), (5)
o = asin(2v2(hy — i), (6)
a= acos(?x/ﬁ(i — ha), (7)
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a= asin(2\/§(i — hg). (8)

Cada una de las ecuaciones (5) a (8) puede dar un valor diferente para el
pardmetro «, inclusive ese valor puede estar fuera de rango [0, 27) dadas las pro-
piedades de las funciones trigonométricas inversas involucradas. A continuacién,
revisamos el método de parametrizacién algebraica (ver [7]) para obtener las
ecuaciones de FORP de longitud 4, para luego calcular sus respectivas inversas.

4.1. Parametrizacion de filtros de longitud 4
Se parte de la ecuacion de reconstruccion perfecta
| Hu(2)]? + [Ha(—2)]* = 1, (9)
en donde H,,(z) = ho+h1z+hoz? +h3z®+...+ h,,_12""! es un polinomio trigo-
nométrico con n coeficientes h;, con i = 0,1, 2,...,n — 1. Para cuatro coeficientes

se tiene que:
H4(Z) = ho + hlz + h222 + h323. (10)

Entonces, al desarrollar la ecuacién (9) se obtiene:
2(h§ + h3 + hi + h3) + 2(hoha + hihs)z + 2(hohs + hihs)2® = 1. (11)

Y para lograr la reconstruccién perfecta se hace:
2 2 2, 42 _ 1
h0+h2+h1+h3:§, (12)

ademas de:
hoho + h1hs = 0. (13)

Al sumar (12) con (13) multiplicado por (-2) se obtiene el cuadrado perfecto
1
(ho — ho)?* + (hy — h3)* = 3 (14)

Entonces, por analogia con la identidad trigonométrica sin® z + cos? z = 1 se
introduce un parametro «, y se deduce que:

1
ho — he = —cosa (15)

>

1
h1 —hg = —sina. (16)

V2
Puesto que Hy(z = 1) = 1 entonces
ho+h1+ha+hs =1, (17)
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y considerando que Hy(z = —1) = 0 se obtiene
ho —hi + ha —h3 =0,

entonces, sumando (17) con (18) se tiene

1
ho 4+ ho = 2
y substrayendo (18) de (17) se tiene
1
hi+hs = 2

(20)

que, al combinarlas con (15) y (16), nos llevan a las ecuaciones paramétricas (ver

ecuaciones (1) a (4)) del FORP de longitud cuatro:

ho = 1 + Lcosoz,
422

hi = i + 2\1/5 sin «,

ho = i - 2\%(?080[,

hy = i — 2\1/5 sin cv.

4.2. Ecuaciones inversas para parametrizaciones de filtros de

longitud 4

(21)

Ahora, partiendo de las ecuaciones (21) a (24), determinaremos expresiones
para « en términos de los coeficientes hg, h1, ho v hs , a las cuales nos referimos

como ecuaciones inversas de los FORP.
Para ello, nétese que al restar hg y ho se tiene:

1
ho — ho = — cos

V2

de donde se puede despejar «, asi:
o = acos(V2(hg — ha)).

Restando hy y hg se tiene

1
hl —h3 = —sina,

V2

de donde también se puede despejar «, entonces:

o = asin(vV2(hy — hs3)).

(28)
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Como se puede apreciar, existen al menos dos alternativas para calcular «.
Otras alternativas para calcular a son mediante el despeje directo en (21) a (24)
de donde se obtienen respectivamente:

1

o = acos(2v/2(hy — ) (29)
o = asin(2v/2(hy — i)), (30)
o= acos(Q\@(i — ha)), (31)
o= asin(?x/i(% — h3)). (32)

Obsérvese que en (26) y en (28) se involucran dos coeficientes de los FORP
en cada ecuacién, en tanto que en (29), (30), (31) y (32) se involucra un tnico
coeficiente en cada ecuacion, por lo que no esperariamos que puedan devolver
en todos los casos exactamente los mismos valores, y para ello realizaremos
resultados experimentales con cada una de ellas en la Secciéon 5.

4.3. Reparacién de los parametros

Debido a que los valores de los parametros a obtenidos con las ecuaciones
paramétricas inversas no son necesariamente positivos, se propone una técnica
de reparacién, que consiste en que para cada valor de «, se generen las variantes
v siguientes:

v =lal, (33)
v=(m+|al), (34)
v=(m—laf), (35)
v = (2r — |al) (36)

v = (gw7|af%7r ). (37)

Y en los casos donde v es positivo, aplicamos la ecuacién v = v mod 2,
en donde mod 27 actiia como una generalizacién del médulo o residuo de la
divisién entera (que aplica solo a nldmeros enteros positivos) pero en este caso
se usa en una divisién con el nimero real 27. Esto estd justificado por la
periodicidad de las funciones trigonométricas seno y coseno, y dado que las
funciones trigonométricas inversas arco coseno y arco seno devuelven valores
negativos y positivos. Para validar esta técnica de reparacion, realizamos los
experimentos de la Seccion 5.
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5.

Experimentos y resultados

Acorde con la metodologia de la Seccién 2, realizamos varios experimentos

por computadora con los siguientes pasos:

1.

Generar un numero aleatorio para « en el intervalo [0, 27) y con ello los
coeficientes del FORP correspondiente,

. Aplicar las ecuaciones paramétricas inversas para calcular los valores de «

con varias alternativas dadas por las ecuaciones inversas,

. Aplicar la reparacion de los valores de «,
. Con los valores reparados de « calcular nuevamente las respuestas al impulso

de los FORP,

. Comparar los valores de parametros del paso 1, con los del paso 4, y medir

el error RMS,

. Repetir N veces los pasos 1 a 6 para obtener errores promedio.

En los experimentos tomamos N = 30% = 27000, por lo que error RMS

promedio indicara el error de aproximacion entre el parametro « de referencia y
el calculado con las ecuaciones inversas, para las N = 27,000 iteraciones. Los seis
experimentos realizados tomaron en cuenta las seis ecuaciones (26), (28), (29),
(30), (31) y (32), las cuales se identifican como Experimento 1, Experimento 2,
Experimento 3, Experimento 4, Experimento 5 y Experimento 6, respectivamen-

te.

En la Tabla 1, se muestran los resultados de los seis experimentos.

Tabla 1. Resultados experimentales con las ecuaciones inversas de filtros de longitud

cuatro.
Experimento|Ecuacién paramétrica inversa| Error RMS promedio entre o y
a recuperada con ecuaciones
inversas
1 o = acos(2v/2(hy — 1)) 2.76087359E-30
2 o = asin(2v2(hy — 1)) 2.08134790E-29
3 a= acos(2ﬂ(% — h9)) 2.76075449E-30
4 o= asin(2\/§(i — h3)) 2.08134870E-29
5 a = acos(2v/2(hg — hs)) 2.76104429E-30
6 a = asin(2v2(hy — h3)) 2.08135582E-29

De la Tabla 1 se puede ver que:

= Los errores RMS para los pardmetros a son muy pequenos,
= Los RMS mas grandes se dan en los Experimentos 2,4 y 6 que difieren en
un orden de magnitud (E — 30 vs. E — 29) con los Experimentos 1,3 y 5.
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6. Conclusiones y trabajo futuro

Los filtros ortogonales de reconstruccién perfecta tienen utilidad en el analisis
tiempo-frecuencia de seniales porque con ellos se puede calcular la transformada
wavelet discreta, en forma rapida y eficiente.

Un tema de investigacién relacionado con el diseno de filtros digitales de
reconstruccién perfecta es conocer ecuaciones paramétricas, a partir de las cua-
les se puedan obtener funciones wavelets con caracteristicas especificas para el
andlisis de senales, y el método algebraico provee una solucién a este problema.

Hemos aportado en la investigacion de cémo calcular el pardmetro que le
corresponde a un filtro de reconstruccién perfecta, y presentamos como caso
particular el andlisis de un filtro de longitud 4 con un tnico parametro, sin
embargo, la metodologia desarrollada puede aplicarse a filtros de mayor longitud.

Los resultados experimentales indican que si es posible calcular los valores
de los pardmetros en el intervalo [0, 27) aplicando las ecuaciones inversas y una
técnica de reparacion validada experimentalmente.

Como trabajo futuro esperamos presentar mas resultados con filtros de mayor
longitud, y aplicaciones en el procesamiento de multimedios.
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